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Introduzione
La fisica dei sistemi unidimensionali, ha sempre suscitato interesse nel mondo scien-
tifico, non solo come punto di partenza per lo studio di sistemi in dimensioni piu`
alte, ma anche per la peculiarita` dei fenomeni che sono presenti solo in questo am-
bito. Gia` dagli anni ’60, infatti, grazie ai lavori di Girardeau [1], ci si e` accorti di
una corrispondenza uno a uno tra un gas di bosoni impenetrabili unidimensionale
ed un gas di fermioni liberi (senza spin), che si riflette in una corrispondenza tra le
rispettive funzioni d’onda, conducendo al risultato che le proprieta` dipendenti solo
da |Ψ|2 sono le stesse nei due sistemi.
Sempre in questa direzione sono gli studi di Lieb e Liniger [2], che pero` si specializ-
zano ad un sistema di bosoni unidimensionale interagenti attraverso un potenziale
a δ di Dirac, con condizioni periodiche ai bordi, che contiene come caso limite il
modello di Tonks-Girardeau nel caso in cui il coefficiente dell’interazione tenda ad
infinito. Successivamente ci si e` accorti della possibilita` di studiare sistemi uni-
dimensionali che obbediscono ad una statistica intermedia tra quella dei bosoni e
quella dei fermioni. Tali particelle prendono in nome di Anyoni, perche´ nel caso di
scambio di due particelle nella funzione d’onda, se per i fermioni (bosoni) si ottiene
un fattore -1 (+1), per gli anyoni abbiamo un fattore di fase eiθ, dove θ (parametro
anyonico) puo` assumere ogni valore (in inglese any) tra 0 e π. E’ importante notare
che nel caso di anyoni impenetrabili, si ha ancora una volta una corrispondenza uno
a uno con un gas di fermioni liberi [3], e cio` permette di riutilizzare i risultati gia`
noti per osservare come vengono modificati dalla presenza del parametro anyonico.
L’interesse per i sistemi unidimensionali e` aumentato notevolmente negli ultimi anni
visto il miglioramento delle tecniche per ottenere gas atomici ultrafreddi confinati
da un potenziale armonico e costretti ad essere “unidimensionali”. Cio` consente di
verificare predizioni teoriche ed effettuarne di nuove, e di comprendere meglio gli
effetti delle correlazioni quantistiche per sistemi fortemente interagenti.
Come nel caso studiato da Lieb e Liniger, la maggioranza delle previsioni teoriche
sono basate su sistemi con condizioni al bordo periodiche [4][5], mentre sperimen-
talmente, i gas quantistici sono confinati tramite potenziali ottici o magnetici. La
fisica risultante e’ diversa nel caso di numero finito di particelle ed e` in questa ottica
che si inserisce la mia analisi, seguendo i lavori di Forrester [6], e di Cazalilla [7]
per le approssimazioni a lunghe distanze. E’ importante notare che lo studio di
queste particelle non rimane una pura speculazione, esistono infatti proposte per la
produzione di anyoni in sistemi atomici ultrafreddi, da utilizzare nella realizzazione
di computer quantistici[8].
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Capitolo 1
Motivazioni
Negli ultimi anni l’interesse per i sistemi unidimensionali ha avuto un notevole in-
cremento, dovuto all’accessibilita` degli esperimenti con atomi ultra-freddi confinati
in trappole ottiche o magnetiche. Si tratta di sistemi composti da atomi alcalini,
ad esempio 87Rb [9], costretti da potenziali periodici trasversi, rappresentati da due
fasci laser, ad essere bloccati lungo due direzioni e ad avere liberta` di movimento
lungo quella che nella figura (1.1) e` chiamata x.
Figura 1.1: Realizzazione di un gas quantistico 1D. Gli atomi vengono confinati
da potenziali periodici trasversi rappresentati dalle frecce e sono liberi di muoversi
solo nella direzione x in cui e` presente una trappola piu` allungata. Bloch et al.[10]
(2008).
In queste trappole gli atomi si comportano come se fossero realmente unidimen-
sionali, e questo ci da` la possibilita` di testare la veridicita` dei modelli e di studiarne
piu` a fondo le proprieta` di correlazione. D’altra parte siamo spinti ad analizzarne
altri che descrivano nel miglior modo possibile l’esperimento. Per questo motivo ci
siamo interessati ad un gas di Bosoni 1D nelle configurazioni di confinamento in un
potenziale armonico ed in seguito in una trappola “hard-wall”.
Gli esperimenti vengono condotti in regimi di gas fortemente interagenti in cui il
range di interazione lc e` molto piu` piccolo della separazione tra le particelle, che e`
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l’inverso della densita` ρ0:
lc =
~√
mρ0g1D
<<
1
ρ0
(1.0.1)
dove m e` la massa delle particelle e g1D e` la costante d’accoppiamento dell’intera-
zione. Queste condizioni si raggiungono ponendo il sistema a densita` molto basse e,
aumentando la forza di interazione, si arriva a quello che si chiama limite di Tonks-
Girardeau, in cui le particelle soggette solo ad un potenziale di contatto molto forte,
si comportano come dei Fermioni, nonostante la loro diversa natura (bosonica).
L’hamiltoniana che governa questi sistemi e`:
Hˆ =
N∑
i=1
−~2
2m
∂2
∂x2i
+ g1D
∑
j<k
δ(xk − xj). (1.0.2)
dove N e` il numero di particelle del sistema. Questa hamiltoniana puo` essere
riscritta nel formalismo di seconda quantizzazione come:
H =
∫ L
0
dx
[∂Ψ†(x)
∂x
∂Ψ(x)
∂x
+ cΨ†(x)Ψ†(x)Ψ(x)Ψ(x)
]
(1.0.3)
dove L e` la lunghezza del sistema, e si e` posto ~2/2m = 1. Il fattore c rappresenta
la costante di accoppiamento adimensionale risultato del rescaling di g1D. Grazie
ai pionieristici lavori di Lieb e Liniger [2], la funzione d’onda di questo problema,
trovata tramite Bethe-Ansatz, e` nota fin dagli anni ’60, per condizioni al contorno
periodiche. Purtroppo negli esperimenti il gas e` immerso in un potenziale armonico,
per il quale non esiste un’estensione del Bethe-Ansatz. Per questo motivo si studia il
sistema nel limite c→∞, corrispondente al limite di Tonks-Girardeau di particelle
impenetrabili per le quali e` stata trovata una relazione [1] con un gas di fermioni
liberi. Tale corrispondenza, che prende il nome di Boson-Fermion Mapping (BFM),
e` espressa nella maniera seguente:
ΨBN (x1, ..., xN ) = A(x1, . . . , xN )Ψ
F
N (x1, . . . , xN )
dove ΨBN e Ψ
F
N sono le funzioni d’onda di N Bosoni o Fermioni rispettivamente, di
coordinate xi, ed A(x1, . . . , xN ) e` la funzione “unita` antisimmetrica”, che vale +1
se siamo nella condizione x1 < · · · < xN , e cambia segno ogni qualvolta vengono
scambiate di posto 2 particelle. Il BFM e` un importante strumento d’aiuto a cui
si puo` ricorrere per risolvere una vasta varieta` di problemi unidimensionali, perche´
ci consente di trasformare un problema di Bosoni interagenti in un problema che
coinvolge solo fermioni liberi.
All’interno della tesi abbiamo analizzato e calcolato grazie al BFM alcune ca-
ratteristiche della matrice densita` ridotta ad un corpo ρN (x; y) per un gas di bosoni
intrappolati in un potenziale armonico o in una buca infinita con condizioni di
annullamento agli estremi (o di Dirichlet), che presenta dei picchi lungo la retta
y = x in numero pari al numero di particelle. Dalla diagonalizzazione numerica
della matrice densita` abbiamo ricavato l’andamento degli autovalori λj e calcolato
l’entropia di Entanglement, definita come S = −Trρ log ρ. I risultati sono riportati
nelle sezioni 2.5, 2.6. Abbiamo riscontrato un comportamento λj ∼ (N/j)4 per
j >> N e, per il primo autovalore, un andamento λ0 ∼
√
N , indice dell’assenza
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di condensazione di Bose-Einstein. Per l’entropia, l’andamento e` proporzionale al
logN con delle correzioni che hanno un comportamento ∝ N−1/2.
Grazie all’Anyon-Fermion Mapping (AFM)[3], relazione equivalente al BFM, che
coinvolge un gas di Anyoni unidimensionali impenetrabili ed un gas di Fermioni
liberi, abbiamo calcolo la matrice densita` ridotta per un gas di Anyoni al variare
del parametro anyonico θ per alcuni valori nell’intervallo [0, π]. Anche in questo
caso e` stato necessario procedere al calcolo in maniera numerica ed i risultati sono
riportati nella sezione 3.3, insieme con gli andamenti dell’entropia di Entanglement.
Infine abbiamo dato una descrizione delle funzioni di correlazione 〈Ψθ(x)Ψθ(y)〉 nel
regime di piccoli momenti e grandi distanze |x− y| >> LN .
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Capitolo 2
Matrice densita` ed
Entanglement
L’entanglement e` un fenomeno quantistico che non ha corrispettivo classico. Espri-
me il fatto che, dato un sistema, lo stato di ogni suo sottoinsieme e` legato a tutte le
altre parti che lo compongono. Si tratta quindi, di una sorta di correlazione quanti-
stica, un importante strumento d’indagine che permette di ispezionare le proprieta`
non locali del sistema.
Lo studio dell’entanglement ha guadagnato interesse soprattutto in vista di un uso
futuro delle sue proprieta` nell’ambito della crittografia e della computazione quan-
tistica ed e` fondamentale per la comprensione dei sistemi unidimensionali in cui il
moto di una particella influenza necessariamente quello dell’intero sistema.
Una misura dell’entanglement e` data dall’entropia di von Neumann. Supponiamo
Figura 2.1: Rappresentazione di una possibile partizione di un sistema in in A e B.
di avere un sistema in uno stato puro |Ψ〉 e di voler conoscere l’entanglement fra un
suo sottoinsieme A ed il resto B. L’entropia di entanglement e` definita come:
SA = −Tr[ρA log ρA], (2.0.1)
dove ρA e` la matrice densita` ridotta del sottoinsieme A:
ρA = TrBρ = TrB|Ψ〉〈Ψ|. (2.0.2)
Ricordiamo che la matrice densita` di un sistema in uno stato puro |Ψ〉 e` data da:
ρ = |Ψ〉〈Ψ|.
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La scelta di A e B per il calcolo dell’entropia, puo` essere effettuata in diversi modi.
Il piu` diffuso e` quello di considerare A come una regione spaziale e calcolare la
correlazione del restante sistema con A. Per sistemi itineranti ha senso considerare
A come un insieme di particelle [11] piuttosto che un blocco spaziale. In questa
maniera e` possibile calcolare l’entanglement tra i sottoinsiemi, infatti se esprimiamo
la funzione d’onda con il formalismo della prima quantizzazione ad ogni elemento
e` associata una coordinata e l’indistinguibilita` non preclude la scelta dell’insieme
di particelle. Cioe` se scriviamo Ψ(x1, ..., xN ) abbiamo associato ad ogni particella
la coordinata xi, ma queste rimangono indistinguibili. Possiamo prendere allora
ρA = ρ
(1)
N (x; y), matrice densita` ridotta ad un corpo, per un sistema composto da N
particelle e calcolare l’entropia di entanglement S1 tra una di esse e tutte le altre.
In questo caso, la traccia sui gradi di liberta` di B puo` essere effettuata scrivendo
lo stato |Ψ〉 col formalismo della prima quantizzazione (nella rappresentazione delle
coordinate) ed integrando su tutte le coordinate tranne una.
ρ
(1)
N (x; y) = N
∫
Ψ¯(x, x2, . . . , xN )Ψ(y, x2, . . . , xN )dx2 · · ·dxN (2.0.3)
dove Ψ(x, x2, . . . , xN ) e` la funzione d’onda del sistema ad N corpi che stiamo
studiando. Per la normalizzazione si puo` usare:∫
dx ρ
(1)
N (x;x) = N. (2.0.4)
oppure
∫
dx ρ
(1)
N (x;x) = 1. Noi abbiamo optato per la (2.0.4) per questioni di
praticita` nei calcoli e per poter confrontare i nostri risultati con [6], dove e` usata
questa normalizzazione.
Avendo trovato un modo per esprimere la matrice densita` ridotta con il formalismo
di prima quantizzazione andiamo ora vederne le proprieta` per poter calcolare, in
seguito, l’entropia di entanglement.
2.1 Matrice densita` ridotta
La matrice densita` ridotta ad un corpo, di cui e` stata data la definizione nella sezione
precedente, e` una delle quantita` piu` importanti per la fisica delle basse energie perche´
misurabile sperimentalmente. In questo lavoro e` stata calcolata la matrice densita`
per un gas unidimensionale di Bosoni nello stato fondamentale confinato in una buca
infinita ed in una trappola armonica. In seguito e` stato possibile effettuare il calcolo
della matrice densita` per un gas anyonico in una buca infinita con condizioni di
annullamento al bordo. Per questi sistemi abbiamo calcolato anche la distribuzione
dei momenti, nN (k) ed in seguito l’entropia di entanglement:
S = −
∑
j
λj log λj
dove i λj sono gli autovalori di ρ
(1)
N (x; y), corrispondenti agli orbitali naturali φj(x)
che diagonalizzano la matrice densita`. D’ora in poi ometteremo l’apice “(1)” nella
matrice densita` ridotta, che si intendera` sempre ad una particella. Per calcolare gli
autovalori λj occorre risolvere la seguente equazione integrale:
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∫
ρN (x; y)φj(y)dy = λjφj(x), j ∈ Z≥0. (2.1.1)
Uno dei possibili modi e` quello di proiettare ρN (x; y) su una base ortonormale ψn(x).
ρN (x; y) =
∞∑
n,m
Anmψn(x)ψ¯m(y). (2.1.2)
φj(x) =
∞∑
n
c(j)n ψn(x). (2.1.3)
Quindi la (2.1.1) diventa:
∫
Ω
∞∑
n,m
Anmψn(x)ψ¯m(y)
∞∑
l
c
(j)
l ψl(y)dy = λj
∞∑
p
c(j)p ψp(x). (2.1.4)
Moltiplicando a sinistra per ψ¯r(x) ed integrando in x ed in y, otteniamo:
∞∑
m
Armc
(j)
m = λjc
(j)
r . (2.1.5)
Cioe` un’equazione agli autovalori per la matrice Anm.
Diagonalizzando questa matrice otteniamo gli autovalori λj e gli autovettori c
(j)
n ,
che ci permettono anche di risalire alla funzione di partenza φj(x) tramite la (2.1.3).
Tuttavia per calcolare la matrice ρN dalla (2.0.3) e` necessario (ma non sufficien-
te) conoscere la funzione d’onda del sistema. Nel caso di particelle interagenti per
mezzo di un potenziale a δ di Dirac con condizioni al bordo periodiche la Ψ e` stata
calcolata da Lieb e Liniger [2], ma non si conosce un’espressione analitica della ma-
trice densita`, a causa dell’integrale (N − 1)dimensionale che sta alla base della sua
definizione. Nel limite di particelle impenetrabili, invece, esiste una corrispondenza
con un sistema di fermioni non interagenti che permette di ridurre la matrice den-
sita` da integrale del prodotto di due determinanti, ad un singolo determinante di
una matrice i cui elementi sono integrali unidimensionali. Tale relazione si chiama
Boson-Fermion Mapping e verra` analizzato nella prossima sezione.
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2.2 Boson-Fermion Mapping
Per un sistema di particelle libere la funzione d’onda puo` essere scritta come combi-
nazione lineare di funzioni di singola particella in quanto l’hamiltoniana puo` essere
espressa come somma di operatori ad un corpo:
Hˆ =
N∑
i=1
p2i
2m
=
N∑
i=1
− ~
2
2m
∂2
∂x2i
.
Il Boson-Fermion Mapping (BFM) e` un’importante relazione trovata nel 1960 [1],
che permette proprio di ricondurre un sistema unidimensionale di Bosoni (B), ad
un sistema di Fermioni 1D senza spin (F), con l’unico vincolo dell’impenetrabilita`.
Quest’ultima condizione espressa come segue, costringe Bosoni e Fermioni ad un
comportamento simile quando sono piu` vicini del raggio di core a:
Ψ(x1, . . . , xN ) = 0 se |xk − xj | ≤ a, 1 ≤ j < k ≤ N, (2.2.1)
dove x1 · · ·xN sono le coordinate delle N particelle. Consideriamo un sistema
fermionico, che soddisfa la generica equazione di Schro¨dinger:
(T + V )Ψ = EΨ (2.2.2)
dove V e` un potenziale ad un corpo che include tutte le interazioni tranne l’impe-
netrabilita`, che e` gia` inclusa in ΨF . La corrispondenza uno a uno tra le funzioni
d’onda che descrivono gli stati dei due sistemi, fermionico e bosonico, puo` essere
espressa nel modo seguente:
ΨB(x1, . . . , xN ) = A(x1, . . . , xN )Ψ
F (x1, . . . , xN ). (2.2.3)
La funzione “unita` antisimmetrica” A(x1, . . . , xN ) e` definita come:
A(x1, . . . , xN ) =
∏
j<k
ǫ(xk − xj) (2.2.4)
dove ǫ(z) e` il segno di z. Una definizione equivalente della funzione A puo` essere data
in termini dell’ordinamento delle xk. Infatti A assumera` valore +1 o -1 a seconda
che l’ordine pq · · · r, corrispondente alle xk nella situazione xp < xq < · · · < xr, sia
una permutazione pari o dispari di 1 · · ·N .
Notiamo che la funzione A ha discontinuita` nelle superfici xk = xj , dove le particelle
si scontrano, ma poiche´ la ΨF si annulla in quei punti per la statistica di Fermi, la
funzione d’onda bosonica rimane definita e continua anche in corrispondenza di tali
superfici. La funzione d’onda ΨB definita nella (2.2.3), e` simmetrica nelle coordinate
delle particelle, cioe` soddisfa la statistica di Bose-Einstein, infatti:
ΨB(.., xj+1, xj , ..) = A(.., xj+1, xj , ..) Ψ
F (.., xj+1, xj , ..)
= (−1)A(.., xj , xj+1, ..) (−1)ΨF (.., xj , xj+1, ..)
= (+1)ΨB(.., xj , xj+1, ..). (2.2.5)
Inoltre ΨB e` soluzione dell’equazione di Schro¨dinger (2.2.2) e conduce alla stessa
energia di ΨF , infatti preso l’operatore impulso Pˆ = −i~ ∂∂x avremo:
PˆΨB = Pˆ (ΨFA) = (PˆΨF )A+ΨF (PˆA).
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Ma il termine (PˆA) a destra dell’ultima espressione e` non nullo solo in corrispon-
denza delle superfici xk = xj . Tuttavia in corrispondenza di tali superfici si annulla
ΨF per il Principio di Pauli. Se ΨF e` un autostato dell’impulso, cioe` PˆΨF = ~kΨF ,
otteniamo che ΨB e` autostato dell’impulso con lo stesso autovalore:
PˆΨB = (PˆΨF )A = ~kΨFA = ~kΨB,
e quindi lo stesso varra` anche per Pˆ
2
2m . Poiche´ Ψ
B soddisfa anche le stesse condi-
zioni al contorno di ΨF per definizione, ha le necessarie condizioni di regolarita` per
descrivere un sistema di Bosoni unidimensionali impenetrabili. Grazie al fatto che
A2 = 1, la corrispondenza preserva i prodotti scalari, e tutte le quantita` dipendenti
dalla posizione hanno lo stesso valore d’aspettazione che per un sistema di Fermioni
liberi.
〈ΨB|Oˆ|ΨB〉 =
∫
(AΨF )Oˆ(AΨF )dNx =
∫
A2Ψ¯F OˆΨFdNx =
∫
Ψ¯F OˆΨFdNx = 〈ΨF |Oˆ|ΨF 〉.
(2.2.6)
Nello specifico, ci interesseremo allo stato fondamentale ΨB0 nel caso in cui il core
impenetrabile sia ridotto ad un punto (a = 0). Grazie alla (2.2.3) notiamo che
ΨF0 (x1, . . . , xN ) e` nulla solo nel caso in cui |xk−xj | = 0, perche´ lo stato ΨB0 con cui
e` in corrispondenza e` positivo, a meno di un fattore di fase, tranne dove richiesto
l’annullamento dalle condizioni al contorno o dall’interazione. Allora ΨF0 ha segno
costante in ognuna delle N ! regioni in cui e` diviso lo spazio delle configurazioni dalle
superfici xk = xj . Inoltre l’antisimmetria costringe Ψ
F
0 ad avere lo stesso segno di
A all’interno della stessa regione e, come risultato, il prodotto AΨF0 non e` altro che
il valore assoluto della funzione d’onda fermionica. Quindi possiamo scrivere:
ΨB0 (x1, . . . , xN ) = |ΨF0 (x1, . . . , xN )|. (2.2.7)
Come detto all’inizio della sezione, per un sistema libero l’hamiltoniana e` separabile:
Hˆ =
∑
i
hˆ(xi).
Quindi possiamo esprimere la funzione d’onda fermionica come prodotto antisim-
metrico di funzioni d’onda di singola particella ϕk(x), cioe` tramite il determinante
di Slater:
ΨFN (x1, . . . , xN ) =
1√
N !


ϕk1(x1) · · · ϕk1(xN )
...
. . .
...
ϕkN (x1) · · · ϕkN (xN )

 . (2.2.8)
La peculiarita` del BFM e` quella di poter passare dalla descrizione di un sistema
1D di Bosoni impenetrabili, ad un sistema di Fermioni liberi o comunque soggetti
solo ad un potenziale ad un corpo, in quanto l’impenetrabilita` e` automaticamente
inclusa nel principio di Pauli e quindi nella funzione d’onda fermionica. Un limite
di questa corrispondenza sta nel fatto che, in dimensioni maggiori di uno, non e`
possibile generalizzare il BFM in quanto non esiste un’estensione della funzione
unita` antisimmetrica A nel caso in cui le coordinate delle particelle siano dei vettori
e non degli scalari, essendo Rd totalmente ordinato solo per d=1.
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2.3 Condizioni al bordo periodiche
I sistemi piu` studiati sono quelli in cui un gas unidimensionale di particelle intera-
genti tramite un potenziale a zero-Range e` immerso in una scatola con condizioni al
bordo periodiche. Col formalismo della prima quantizzazione, l’Hamiltoniana che
lo descrive e`:
Hˆ =
N∑
i=1
p2i
2m
+ 2c
∑
j<k
δ(xk − xj) (2.3.1)
dove c e` una costante che determina l’intensita` dell’interazione. Per risolvere l’e-
quazione di Schro¨dinger indipendente dal tempo
HˆΨ = EΨ (2.3.2)
associata a questo sistema, Lieb e Liniger [2] hanno trovato una soluzione analitica
tramite Bethe-Ansatz:
Ψ(x1, . . . , xN ) =
∑
P
a(P )Pei
∑N
j=1 kjxj (2.3.3)
dove P sono le permutazioni che agiscono sull’insieme dei {k} cambiandogli l’ordine
e a(P ) sono dei coefficienti dipendenti dalla permutazione. Nel caso di Fermioni
liberi si tratterebbe semplicemente di (−1)P , in questo caso (Bosoni) invece gli
a(P ) sono scelti in modo che soddisfino l’equazione
a(Q) = −a(P )c− i(q − p)
c+ i(q − p) (2.3.4)
dove p, q sono due possibili valori dei quasi-momenti {k}. L’equazione (2.3.4) si
ottiene inserendo la funzione d’onda (2.3.3) nella (2.3.2) e conduce, insieme alla
condizione di periodicita`, ad un sistema di N equazioni (di Bethe)
(−)N−1e−ikjL = ei
∑N
s=1 θsj ∀j = 1, ..., N (2.3.5)
dove θsj = −2 arctan((ks − kj)/c). Nel limite termodinamico il modello dipende da
un solo parametro γ = c/ρ0 dove ρ0 = N/L e` la densita` di particelle. Per c→∞ la
funzione d’onda soddisfa il vincolo di impenetrabilita` con raggio di core a = 0 ed e`
possibile usare la relazione di BFM per ottenere una rappresentazione della Ψ. Una
soluzione esatta esiste per qualunque valore di c (e` stato considerato anche il caso
c = −c¯ < 0 in [12] dove le particelle tendono ad aggregarsi formando stati legati), ma
e` computazionalmente difficile trattare le funzioni d’onda di Bethe, soprattutto per
calcoli che coinvolgono un grande numero di particelle, e le funzioni di correlazione
non possono essere ottenute facilmente in maniera esatta. Recentemente sono stati
compiuti passi in avanti in questo campo ed in [13] possiamo trovare uno studio
del fattore di struttura dinamico. Nel limite di Tonks-Girardeau, invece, e` possibile
studiare la matrice densita` ad un corpo ρ(x; y), che a causa della periodicita` e`
funzione della differenza (x−y) e cioe` ρ(x; y) = ρ(x−y; 0), ed ottenere informazioni
sulla distribuzione dei momenti e sul loro andamento asintotico [4] [5]. Ricaviamo
ora la funzione d’onda (ed in seguito la matrice densita`) per un gas di Bosoni
unidimensionali nel limite di particelle impenetrabili. Tale condizione ci dice che
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per ogni ordinamento delle particelle, ad esempio x1 < x2 < · · · < xN , non c’e`
distinzione tra Bosoni hardcore e Fermioni liberi. Inoltre le condizioni al contorno
rendono il sistema identico al caso di N particelle confinate su una circonferenza
lunga L, ma e` necessario che si verifichi:
Ψ(x1, . . . , xi + L, . . . , xN ) = Ψ(x1, . . . , xi, . . . , xN ) ∀i = 1, . . . , N. (2.3.6)
Dobbiamo quindi costruire il determinante di Slater con momento totale nullo e con
energia minima per avere lo stato fondamentale del sistema.
ΨC0 (x1, . . . , xN ) =
L−N/2√
N !


det[ei2πkxj/L] k = − (N−1)2 , . . . , (N−1)2 N dispari
j = 1, . . . , N
det[ei2π(k+1/2)xj/L] k = −N2 , . . . , N2 N pari,
(2.3.7)
dove l’apice “C” indica che il sistema in esame ha una simmetria circolare. Possiamo
racchiudere le espressioni di sopra nella funzione d’onda seguente:
ΨC0 (x1, . . . , xN ) =
L−N/2√
N !
∏
1≤j<k≤N
2i sinπ(xk − xj)/L. (2.3.8)
La (2.3.8) rappresenta la funzione d’onda per lo stato fondamentale di un gas di
fermioni liberi. Grazie al BFM e, dalla richiesta di simmetria rispetto allo scam-
bio xj ↔ xi per qualunque ordinamento, avremo la funzione d’onda bosonica
semplicemente usando il valore assoluto:
ΨC0 (x1, . . . , xN ) =
L−N/2√
N !
∏
1≤j<k≤N
2| sinπ(xk − xj)/L|. (2.3.9)
A questo punto notiamo che e` possibile esprimere in maniera ricorsiva la funzione
d’onda di (N + 1) particelle in questo contesto:
ΨCN+1(x, x1, . . . , xN ) =
1√
N + 1
2N√
L
N∏
l=1
| sinπ(x− xl)/L|ΨCN (x1, . . . , xN ) (2.3.10)
e che e` possibile ottenere un’espressione di ρCN+1(x, 0) come determinante di una
matrice di Toeplitz usando la seguente identita` (di Heine)
N ! det
[∫ 1/2
−1/2
dxg(z)zk−j
]
j,k=1,...,N
=
∫ 1/2
−1/2
dx1 · · ·
∫ 1/2
−1/2
dxN
N∏
l=1
g(zl)
∏
1≤j<k≤N
|zk − zj |2
(2.3.11)
dove si e` posto zj = e
iπ
xj
L . In questo modo troviamo [14]:
ρCN+1(x, 0) =
1
L
det[aCj−k(x)]j,k=1,...,N (2.3.12)
aCl (x) =
∫ 1/2
−1/2
dt|eiπ xL + eiπt||1 + eiπt|eiπlt. (2.3.13)
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Va ricordato che, poiche´ la matrice densita` ρCN (x; y) e` invariante per traslazioni,
il momento e` un buon numero quantico, per cui si puo` definire la nuova variabile
r = x − y, in modo da avere: ρCN (x; y) = ρCN (x − y; 0) = ρCN (r, 0), che ha come
definizione la (2.3.12). Il problema di trovare gli autovalori di questa funzione si
riduce al calcolo di una trasformata di Fourier, infatti la condizione di periodicita`
porta ad avere le autofunzioni della ρCN (r) espresse come φk(x) =
ei2pikx/L√
L
e quindi
la (2.1.1) diventa
λk =
∫ L
0
ρCN (r; 0)e
−i2πkr/Ldr. (2.3.14)
I λk possono essere interpretati come numeri di occupazione degli stati efficaci φk(x),
che in questo caso sono le onde piane. Quindi per condizioni al bordo periodiche,
nel limite di Tonks-Girardeau, gli autovalori della matrice densita` rappresentano la
distribuzione dei momenti del sistema. In altre geometrie invece le due cose sono
separate perche´ il momento non e` un buon numero quantico e quindi le autofunzioni
φk(x) non sono onde piane.
15
2.4 Buca infinita e trappola armonica
Eseguire gli integrali che coinvolgono Ψ puo` diventare un problema se le funzioni
d’onda non sono totalmente fattorizzate, ed anche in quel caso non e` detto che
il calcolo sia semplice. E´ possibile, tramite le formule di Vandermonde, trasfor-
mare la definizione della matrice densita` (2.0.3) da integrale N-dimensionale, ad
un’espressione che coinvolga N integrali unidimensionali.
ρN (x; y) = N
∫
Ψ¯NΨNd
N+1z −→ ρN (x; y) = f(x)f(y) det[ajk(x, y)]j,k=1,..,N−1
dove f(x) e` proporzionale all’autofunzione dell’energia dello stato fondamentale
ϕ0(x) nel potenziale considerato mentre ajk(x; y) e` l’elemento di matrice rappre-
sentante l’integrale unidimensionale appena citato, che verra` esplicitato nel seguito.
Nella derivazione di questa espressione per la matrice densita` ridotta, useremo l’ap-
proccio descritto in [6], [15] e [16]. I potenziali che esamineremo sono la buca infinita
con condizioni al contorno di Dirichlet (D), e la trappola armonica (H).
L’hamiltoniana del sistema e`:
Hˆ =
N∑
i=1
− ~
2
2m
∂2
∂x2i
+
N∑
i=1
V (xi) (2.4.1)
con
V H(x) =
m
2
ω2x2 e V D(x) =
{
0 se 0 ≤ x ≤ L
∞ altrimenti.
Poiche´ l’hamiltoniana e` separabile, possiamo risolvere l’equazione di Schro¨dinger per
la singola particella e poi costruire la soluzione generale ΨF come determinante di
Slater. Per rendere piu` agevole il calcolo successivo della matrice densita`, converra`
avere la funzione d’onda di un sistema con N+1 particelle. L’equazione da risolvere
e`:
− ~
2
2m
∂2
∂x2
ϕk(x) + V (x)ϕk(x) = Ekϕk(x). (2.4.2)
Il vincolo che esprime le condizioni al bordo di Dirichlet e`: ϕDk (0) = ϕ
D
k (L) = 0,
e conduce alla soluzione:
ϕDk (x) =
√
2
L
sin(πk
x
L
), k = 1, . . . , N + 1, (2.4.3)
espressa ponendo ~2/2m = 1. Nel caso armonico l’operatore di Shro¨dinger in unita`
ridotte e`:
Hˆ = − ∂
2
∂x2
+ x2 (2.4.4)
percio` le soluzioni dell’oscillatore armonico sono date da:
ϕHk (x) =
2−k
cHk
e−x
2/2Hk(x), (c
H
k )
2 =
√
π 2−kk! k = 0, . . . , N (2.4.5)
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dove Hk(x) e` il polinomio di Hermite di ordine k.
Tramite queste soluzioni e` possibile costruire la funzione d’onda dell’intero sistema
fermionico:
ΨD0 (x1, . . . , xN+1) =
1√
(N + 1)!
det[ϕDk (xm)]k,m=1,...,N+1, (2.4.6)
ΨH0 (x1, . . . , xN+1) =
1√
(N + 1)!
det[ϕHk (xm)]m=1,...,N+1
k=0,...,N
. (2.4.7)
Possiamo utilizzare le seguenti formule di Vandermonde per estrarre il comporta-
mento di xN+1, che in seguito sara` chiamata x o y, ed esplicitare meglio ρN+1:
det[zkj − z−kj ]j,k=1,...,N+1 =
N+1∏
j=1
(zj − z−1j )
∏
1≤j<k≤N+1
(zk − zj)
(
1− 1
zkzj
)
(2.4.8)
det[pj−1(xk)]j,k=1,...,N+1 = det[x
j−1
k ]j,k=1,...,N+1 =
∏
1≤j<k≤N+1
(xk − xj) (2.4.9)
dove zj = e
iπxj/L e quindi (zkj − z−kj ) = 2i sin πkxjL , mentre pj−1(x) e` un polinomio
monico di grado (j − 1) in x, tale che il primo coefficiente, quello di xj−1 sia unitario.
Possiamo dunque scrivere:
ΨDN+1 =
(2L)−(N+1)/2√
(N + 1)!
N+1∏
l=1
2i sin
πxl
L
∏
1≤j<k≤N+1
2[cos
πxk
L
− cos πxj
L
]. (2.4.10)
ΨHN+1 =
1√
(N + 1)!
N+1∏
j=1
e−x
2
j/2
cHj−1
∏
1≤j<k≤N+1
(xk − xj). (2.4.11)
Dove il pedice “0” di stato fondamentale e` stato sostituito da “N + 1” ad indicare
il numero di particelle.
E` bene ricordare che stiamo ancora lavorando con le funzioni d’onda di un sistema
fermionico, che sono legate a quelle bosoniche tramite la (2.2.7), e ci permettono di
concludere che:
ρBN+1(x; y) = (N+1)
∫
Ψ¯BN+1(x)Ψ
B
N+1(y)d
Nz = (N+1)
∫
|ΨFN+1(x)||ΨFN+1(y)|dNz
(2.4.12)
in cui abbiamo usato una notazione piu` compatta scrivendo ΨN+1(x, x1, . . . , xN ) =
ΨN+1(x). Si puo` notare ora che gli stati ad (N+1) particelle, possono essere espressi
in maniera ricorsiva coinvolgendo gli stati ad N particelle, infatti riscriviamo le
(2.4.10) e (2.4.11) come:
ΨFN+1(x, x1, . . . , xN ) =
ϕ0(x)√
N + 1
N∏
l=1
g(xl) ·ΨFN (x1, . . . , xN ) (2.4.13)
dove g(z) e` una funzione tale da verificare l’espressione di sopra. Questo ci da` la
possibilita` di isolare il termine in x o y della (2.4.13) ed esemplificare la struttura
della matrice densita` tramite la seguente identita`:
N ! det
[ ∫
Ω
dtg(t)hj(t)hk(t)
]
j,k=1,...,N
=
∫
Ω
dx1 · · ·
∫
Ω
dxN
N∏
l=1
g(xl)
(
det[hk(xj)]
)2
(2.4.14)
con Ω = [0, L] per la buca infinita e Ω = (−∞,∞) per la trappola armonica. Ri-
scalando le variabili d’integrazione, possiamo scrivere un’espressione per la matrice
densita` ridotta che va bene sia nel caso bosonico che fermionico:
[D] ρN+1(x; y) =
2
L
sin(
πx
L
) sin(
πy
L
) det[aDjk(x, y)]j,k=1,...,N , (2.4.15)
[H] ρN+1(x; y) =
e−
x2
2
− y2
2
c2N
det[aHjk(x, y)]j,k=1,...,N . (2.4.16)
Tuttavia, nell’esplicitare aDjk(x, y) ed a
H
jk(x, y) bisogna specializzarsi al caso di Bo-
soni o Fermioni, infatti per i primi e` necessario il valore assoluto nelle equazioni
(2.4.10) e (2.4.11), che conducono alla seguente definizione:
aDjk(x, y) = 8
∫ 1
0
dt| cos πx
L
− cosπt|| cos πy
L
− cosπt| sin(πjt) sin(πkt), (2.4.17)
aHjk(x, y) =
22−j−k
cj−1ck−1
∫ ∞
−∞
dt|x− t||y − t|Hj−1(t)Hk−1(t)e−t2 . (2.4.18)
La matrice densita` fermionica si puo` ottenere omettendo il valore assoluto dalle
definizioni (2.4.17) e (2.4.18).
2.4.1 Qualche considerazione sulla simmetria.
Alcune osservazioni sulla simmetria della (2.4.17) e della (2.4.18) possono agevolare
notevolmente il calcolo della matrice ρ. Prima di tutto la ρN (x; y) considerata
e` reale, cos`ı come le matrici ajk(x, y). Esse sono simmetriche per lo scambio degli
indici j ↔ k ed anche per lo scambio delle variabili x↔ y. Ma c’e` un’altra simmetria
che e` altrettanto interessante che coinvolge la matrice densita`: l’inversione Πˆ rispetto
al centro del potenziale:
Πˆ x =
{
L− x Caso Buca Infinita
−x Caso Trappola Armonica. (2.4.19)
Infatti ajk(Πx,Πy) = (−)j+kajk(x, y) e cio` significa che quando (j+k) e` un numero
dispari gli ajk sono anch’essi dispari. Tuttavia nel calcolo di ρN (x; y) interviene
sempre un numero pari di prodotti in cui (j + k) e` dispari e quindi la matrice
densita` risulta simmetrica rispetto a questa operazione. Un’ulteriore giustificazione
di quanto detto e` che il determinante di una matrice M, puo` essere espresso [17] in
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funzione della Tr(M) o delle sue potenze Tr(Mr). Data la matrice A di elementi
ajk(x, y), siccome
TrA(Πx,Πy) =
∑
j
ajj(Πx,Πy) =
∑
j
(−)2jajj(x, y) = TrA(x, y)
e TrA2(Πx,Πy) =
∑
j
∑
k
ajk(Πx,Πy)akj(Πx,Πy) =
∑
j
∑
k
(−)2j+2kajk(x, y)akj(x, y) =
∑
j
∑
k
ajk(x, y)akj(x, y) = TrA
2(x, y),
e cos`ı per le potenze successive, avremo l’invarianza di ρN (x; y) sotto l’operazione
Πˆ.
Infine puo` essere utile notare che
|x− t||y − t| =
{
(x− t)(y − t) se t /∈ [x, y]
−(x− t)(y − t) se t ∈ [x, y] (2.4.20)
e che un’analoga proprieta` vale per l’espressione | cos πxL − cosπt|| cos πyL − cosπt|.
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2.4.2 Calcolo esplicito della matrice densita`
Mancando un’espressione in forma chiusa per gli autovalori della matrice densita`
nelle condizioni non periodiche e poiche´ la stessa ρN (x; y) risulta difficile da trattare
da un punto di vista computazionale, abbiamo utilizzato la seguente approssimazio-
ne: abbiamo suddiviso l’intervallo Ω = [0, L] in (10N +1) punti ai quali associare le
componenti ξi di un vettore posizione ~ξ. Tutto cio` perche´ gli integrali in ajk(x, y)
che rendono poi difficile la costruzione di ρN (x; y) e la relativa diagonalizzazione.
In questo modo, invece, la matrice densita` ρN (x; y) viene calcolata come matrice
discreta ρN (ξi, ξj) = ρ
ij
N . Le considerazioni di simmetria contenute nella sezione
precedente hanno ulteriormente agevolato il lavoro, permettendoci di abbattere di
un fattore 4 il numero di operazioni da compiere e quindi anche il tempo di elabo-
razione, che per N = 100 e` stato di circa 6 giorni. Fissati x ed y, e quindi ξi e ξj ,
avremo:
ρN (x; y) =


ρN (Πx; Πy)
ρN (y;x)
ρN (Πy; Πx)
che diventa ρijN =


ρM−i,M−jN
ρjiN
ρM−j,M−iN
(2.4.21)
dove M e` il numero di elementi del vettore ~ξ.
Nel calcolo della matrice densita` per un potenziale armonico e` stato considerato
solo l’intervallo [−√2N,√2N ] in quanto, al di fuori di questo insieme di valori, la
funzione ρHN (x; y) e` praticamente nulla. Tale intervallo e` stato suddiviso in (20N+1)
punti ai quali abbiamo associato le componenti del vettore ~ξ. Anche in questo
caso valgono le regole di simmetria di sopra. Mostriamo nelle figure (2.2) e (2.3)
due esempi di matrice densita` calcolati in maniera numerica. Nella figura (2.4)
osserviamo le funzioni ρD5 (x;x) e ρ
H
5 (x;x) che descrivono l’andamento della densita`
probabilita` di trovare una particella in x. Esse dipendono dalle funzioni d’onda
del sistema: ϕDk (x) e ϕ
H
k (x). Questo si riflette nell’andamento dei picchi che sono
pari al numero di particelle, ma nel primo caso raggiungono l’altezza massima nelle
vicinanze degli estremi, mentre per il potenziale armonico il massimo viene raggiunto
nel centro, perche´ le funzioni ϕHk (x) sono composte da gaussiane piccate nell’origine
(per k pari) e danno un contributo globale maggiore in x = 0. Nella figura (2.5)
invece, sono state plottate le sezioni della matrice densita` lungo la retta
y = Πx =
{
L− x per V D(x)
−x per V H(x).
Possiamo notare l’andamento oscillante che e` molto piu` marcato nel potenziale
armonico piuttosto che in quello a buca infinita.
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Figura 2.2: Matrice densita` ridotta ρD5 (x; y) per 5 particelle immerse in un
potenziale di tipo Dirichlet, calcolata in maniera approssimata con (10N+1) punti.
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Figura 2.3: Matrice densita` ridotta ρH5 (x; y) per 5 particelle immerse in un
potenziale armonico, calcolata in maniera approssimata con (20N + 1) punti.
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Figura 2.4: Sezioni delle figure (2.2) e (2.3) lungo la retta y = x.
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Figura 2.5: Sezioni delle figure (2.2) e (2.3) lungo la retta y = Πx.
Il calcolo degli autovalori di ρN (x; y) e` semplificato nella discretizzazione, infatti
gli algoritmi di diagonalizzazione ci consentono di accedere immediatamente ai λj
autovalori della matrice discreta ρijN , senza dover proiettare la funzione su nessu-
na base. A causa dell’approssimazione usata, l’insieme dei {λj} non rappresenta
tutti gli autovalori della matrice continua ρN (x; y), ne rappresenta solo un nume-
ro finito M ma in maniera esatta. Mostriamo che la nostra scelta di suddividere
l’intervallo Ω = [0, L] in 10N parti e` sufficiente a dare una buona approssimazione
dei veri autovalori. Abbiamo esaminato l’andamento di ogni autovalore, fissati j
ed N , al variare del passo di discretizzazione ∆ e riportato nella figura (2.6) tali
andamenti, per 3 ≤ 1N∆ ≤ 10 specificandoci ai caso λN=42 e λN=721 . Osserviamo un
comportamento decrescente, che si assesta su un valore che possiamo considerare
esatto.
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Figura 2.6: Andamento del valore di λ
(N=4)
2 (in alto) e λ
(N=7)
21 (in basso) al variare
del passo di discretizzazione ∆ per il sistema soggetto ad un potenziale a buca
infinita. La nostra suddivisione con (N∆)−1 = 10 risulta piu` che sufficiente per
approssimare l’autovalore di ρN (x; y).
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2.5 Risultati Buca infinita
Riportiamo qui di seguito i risultati ottenuti nel calcolo della matrice densita` ρN (x; y)
per un gas di bosoni unidimensionali soggetti ad un potenziale alla Dirichlet.
• Gli autovalori λj mostrano un andamento ∼ j−4 per j grandi rispetto a N .
• Gli autovalori λj mostrano un andamento ∼
√
N per j piccoli.
• Dal comportamento del primo autovalore e` evidente l’assenza di condensazione
di Bose-Einstein.
• Nonostante la discretizzazione, ∫ ρN (x; y) = ∑Mj=0 λj = N . Infatti l’anda-
mento con j−4 e l’ordinamento decrescente dei λj assicurano che da M in poi
le correzioni a questa regola di somma siano sempre piu` piccole.
Sviluppiamo questi concetti nelle prossime sezioni.
2.5.1 Andamento di λj
Gli autovalori λj rappresentano le probabilita` di occupazione degli stati efficaci
φj(x). Nel limite di j >> N ci aspettiamo che il loro comportamento sia simile
a quello di un sistema in condizioni periodiche, e che quindi si perda traccia del
confinamento. L’analisi in questa regione (j >> N) mostra una tendenza al com-
portamento λj ∼ (N/j)4.
Il limite j << N invece corrisponde al caso descritto in [15], per il quale si ha un
andamento λj ∼
√
N . Tutto cio` puo` essere osservato qualitativamente dal grafico
in figura (2.7) dove sono stati disegnati in scala bilogaritmica gli autovalori della
matrice densita` ridotta al variare di N e precisamente, in ordine crescente dal piu`
vicino all’asse delle ordinate, N = 7, 17, 29, 45, 75, 100. E` stato evidenziato in rosso
l’andamento j−4, degli autovalori con j >> N , che si ritrova anche nei sistemi [5]
con condizioni al bordo periodiche.
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Andamento Λ j comparato con j-4
Figura 2.7: Andamento in scala bilogaritmica degli autovalori della matrice densita`
per un gas di Bosoni impenetrabili soggetti ad un potenziale di tipo Dirichlet. Sono
plottati solo gli autovalori relativi alle matrici con N = 7, 17, 29, 45, 75, 100 (da
sinistra verso destra). La retta tratteggiata in rosso e` proporzionale a j−4 per far
notare l’andamento asintotico di tutte le serie dei λj .
2.5.2 Andamento del primo autovalore
Analizziamo λ0 per verificare che non ci sia condensazione di Bose-Einstein. Ricor-
diamo che questa si avrebbe nel caso in cui l’occupazione dello stato efficace φ0(x)
fosse proporzionale ad N . Abbiamo osservato l’andamento del primo autovalore
di ρN al variare del numero di particelle, riportato nella figura (2.8). Si nota un
andamento direttamente proporzionale alla radice quadrata del numero di particelle
che e` stato evidenziato cambiando la scala in figura (2.9). Questo comportamento
si ritrova anche per sistemi con condizioni al bordo periodiche oppure in trappo-
le armoniche [16]. Per confronto e` stata disegnata anche la curva dell’andamento
teorico, descritto da Forrester e collaboratori nel limite asintotico di grandi N nel-
l’articolo [15]. Abbiamo effettuato un fit dei valori di λ0 del tipo λ0(N) = a
√
N + b
al variare del valore iniziale, cioe` includendo un numero sempre minore di punti in
modo da evidenziare l’andamento asintotico. I parametri a e b sono stati riportati
nella tabella 2.1 per i diversi valori dell’Nmin considerato. Si nota come il parametro
a cresca all’aumentare di Nmin senza assestarsi ad un valore definito, che in [15] e`
G4(3/2) = 1.3069, dove G(z) e` la funzione di Barnes. Questo e` dovuto al fatto che il
numero di particelle considerato non e` abbastanza grande per raggiungere il limite
asintotico.
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Figura 2.8: Comportamento dell’autovalore λ0 di un sistema di Bosoni impenetrabili
immersi in un potenziale a buca infinita con condizioni al bordo di Dirichlet.
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Figura 2.9: Comportamento del primo autovalore λ0 in funzione di
√
N . L’an-
damento asintotico e` dato dalla retta rossa con coefficiente angolare G4(3/2) =
1.3069.
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Nmin λ0(Nmin) a b
10 2.89 0.94 -0.17
15 3.52 0.95 -0.24
20 4.05 0.96 -0.31
25 4.51 0.97 -0.4
30 4.93 0.98 -0.48
35 5.32 0.99 -0.57
40 5.69 1.00 -0.67
45 6.04 1.02 -0.85
50 6.38 1.03 -0.95
55 6.71 1.04 -1.05
60 7.03 1.05 -1.15
65 7.34 1.06 -1.24
70 7.65 1.07 -1.34
75 7.95 1.08 -1.43
80 8.25 1.09 -1.52
85 8.54 1.10 -1.60
90 8.83 1.11 -1.69
95 9.11 1.12 -1.77
Tabella 2.1: La tabella mostra l’andamento del parametri del fit λ0(N) = a∗
√
N+b,
prendendo come punto iniziale λ0(Nmin). In questo modo si osserva un andamento
crescente del coefficiente a che nel limite di grandi N e` uguale a G4(3/2) = 1.3069,
come mostrato in [15].
1.00.5 5.0 10.0
k
0.001
0.01
0.1
1
10
nN HkL
Figura 2.10: Distribuzione dei momenti per N = 13. Possiamo notare l’andamento
k−4 per grandi momenti o piccole distanze evidenziato dalla retta scura.
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Distribuzione dei momenti
Un altro importante aspetto da esaminare per questo sistema e` la distribuzione dei
momenti. Per un gas 1D uniforme con condizioni al bordo periodiche, gli orbitali
naturali che diagonalizzano la matrice densita` sono delle onde piane, e quindi il
numero di occupazione degli stati efficaci φj(x), cioe` gli autovalori λj , coincidono
con la distribuzione dei momenti. Tutto cio` non e` vero per gas intrappolati, infatti
la distribuzione di momenti n(k) e` data da:
n(k) =
1
2π
∫
dx
∫
d(x− y)eik (x−y)L ρN (x; y) (2.5.1)
che possiamo riscrivere in termini degli orbitali naturali che diagonalizzano la ma-
trice densita`:
n(k) =
∑
j
λj |µj(k)|2 (2.5.2)
dove
µj(k) =
1√
2π
∫
dxφj(x)e
−ikx (2.5.3)
cioe` la trasformata di Fourier degli orbitali naturali φj(x).
E` da notare che per un gas di Fermioni liberi abbiamo un comportamento differente
per la distribuzione dei momenti, come annunciato nella sezione relativa al BFM:
λj =
{
1 se j ≤ N
0 se j > N
e quindi
nFF (k) =
N∑
j=1
|µj(k)|2.
La figura (2.10) mostra l’andamento della n(k) per un gas di 13 bosoni nella buca
infinita. E` importante osservare il comportamento ∝ k−4 per grandi momenti, che
possiamo ritrovare nella geometria circolare [5, 16], perche´ per piccole distanze i
due sistemi non risentono delle condizioni al bordo, e mostrano le stesse proprieta`.
Anche nel caso di potenziale armonico [18] si ottiene lo stesso andamento ∝ k−4.
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2.5.3 Entropia di Entanglement
Per calcolare l’entropia di Entanglement S1(N), e` conveniente definire
σN =
1
N
ρN (2.5.4)
e lavorare con σN . Per il gas di Bosoni che stiamo studiando, S1(N) e` stata calcolata
utilizzando gli autovalori della matrice numerica ρijN , dopo averli opportunamente
normalizzati all’unita`.
S1(N) =
M∑
j=0
λj
N
log
λj
N
dove M e` il numero di autovalori che nella fattispecie e` (10N). Abbiamo quindi
plottato l’entropia in funzione del numero di particelle (figura 2.11) per estrarne un
comportamento analitico evidenziato dai fits in figura (2.12).
0 20 40 60 80 100
N0
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2
3
4
5
S1HNL
Andamento S1HNL
Figura 2.11: Valori dell’entropia di Entenglement per un gas di Bosoni impenetrabili
immersi in un potenziale a buca infinita con condizioni al contorno di Dirichlet.
Come si puo` osservare, S1(N) esibisce un comportamento direttamente propor-
zionale al log(N). Abbiamo effettuato due tipi di fits:
S1(N) = a · log(N) + b et S1(N) = log(N) + f + κ/
√
N,
che risultano praticamente sovrapposti, ottenendo i valori riportati nella tabella
(2.2). Il primo e` stato fatto per l’evidente andamento logaritmico. Il secondo,
invece, per verificare l’andamento teorico visto in [4]. Si nota come i valori di b
variano molto piu` velocemente dei valori di f e questo porta alla conclusione che
l’andamento corretto sia il secondo.
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Figura 2.12: Entropia di Entanglement per il sistema in esame, disegnata rispetto
a logN . Il fit S1(N) = a logN + b e` indicato in blu, mentre il fit S1(N) = logN +
f + κ/
√
N e` rappresentato in rosso.
S1(N) = a log(N) + b
Nmin S1(Nmin) a b
15 2.67 0.919 0.179
20 2.93 0.921 0.172
25 3.14 0.923 0.165
30 3.3 0.924 0.159
35 3.44 0.925 0.153
40 3.57 0.927 0.148
45 3.68 0.929 0.14
50 3.77 0.93 0.135
55 3.86 0.93 0.131
60 3.94 0.931 0.127
65 4.02 0.932 0.124
70 4.08 0.933 0.12
75 4.15 0.934 0.117
80 4.21 0.934 0.114
85 4.26 0.935 0.112
90 4.32 0.935 0.109
95 4.37 0.936 0.106
S1(N) = log(N) + f + κ/
√
N
Nmin S1(Nmin) f κ
15 2.67 -0.28 0.98
20 2.93 -0.288 1.035
25 3.14 -0.293 1.075
30 3.3 -0.297 1.104
35 3.44 -0.3 1.126
40 3.57 -0.302 1.145
45 3.68 -0.305 1.17
50 3.77 -0.306 1.184
55 3.86 -0.308 1.197
60 3.94 -0.309 1.208
65 4.02 -0.31 1.218
70 4.08 -0.311 1.227
75 4.15 -0.312 1.236
80 4.21 -0.313 1.243
85 4.26 -0.314 1.251
90 4.32 -0.314 1.258
95 4.37 -0.315 1.264
Tabella 2.2: Andamento dei parametri di due fit dell’entropia di Entanglement per
un gas di Bose in una buca infinita, al variare valore iniziale S1(Nmin). A destra
usiamo la funzione S1(N) = logN+f+κ/
√
N , mentre a sinistra S1(N) = a logN+b.
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Entropia di Entanglement con il metodo delle repliche
Se non conosciamo la matrice densita` ρN (x; y), ma in qualche modo abbiamo accesso
ai valori della funzione Rα = Trσ
α
N , con α > 1 e intero, possiamo comunque estrarre
delle informazioni, effettuando la continuazione analitica in α = 1. Infatti la derivata
di tale funzione e` l’entropia di entanglement S1(N):
− ∂
∂α
TrσαN
∣∣
α=1
= −TrσαN log σαN
∣∣
α=1
= S1(N). (2.5.5)
L’andamento di Rα e` di tipo cαN
−Xα , e poiche´ TrσαN = 1, avremo che c1N
−X1 = 1,
che implica X1 = 0 e c1 = 1. Ricaviamo di nuovo un’espressione per la S1(N)
sostituendo Rα = cαN
−Xα :
S1(N) = − ∂
∂α
cαN
−Xα∣∣
α=1
=
∂cα
∂α
N−Xα
∣∣
α=1
−(−X ′αN−Xα) logN
∣∣
α=1
= X ′1·logN+c′1.
(2.5.6)
Abbiamo ottenuto i valori di Xα tramite un fit di Trσ
α
N ad α fissato. Nella figura
(2.13) e` stato riportato il fit per α = 34. Possiamo ottenere quindi l’andamento
di Xα vs α (figure 2.14 e 2.15) ed estrapolare il coefficiente X
′
1 per confrontarlo
con i valori numerici ottenuti dal fit mostrato in figura (2.12), oppure guardare il
comportamento asintotico diXα. Infatti nel limite di grandi α il primo autovalore di
ρN e` quello che detta il comportamento di Rα, mentre gli altri contributi divengono
meno importanti al crescere di α.
lim
α→∞Trσ
α = lim
α→∞
∞∑
j=0
(λ0
N
)α
= lim
α→∞
(λ0
N
)α(
1 +
∞∑
j=1
(λj
λ0
)α)
∼
(λ0
N
)α
∼ N−α2 .
Nel grafico (2.14) abbiamo mostrato Xα vs α con 10 ≤ α ≤ 100. Tramite un fit
lineare abbiamo ottenuto un andamento Xα = 0.50 α che e` stato plottato tramite
una retta parallela nello stesso riquadro. Nel grafico (2.15) e` mostrata in rosso la
retta tangente Xα = X
′
1 · (α − 1), dove il coefficiente angolare X ′1 = 0.95 e` stato
ricavato prendendo i due punti adiacenti ad α = 1. Tale risultato e` coerente con
quanto trovato in precedenza per l’entropia di Entanglement.
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Tr ΣN
Α
Andamento Tr ΣNΑ
Figura 2.13: Fit della TrσαN con la funzione cαN
−Xα con α = 34. I valori ottenuti
sono c34 = 0.23 e X34 = 17.32
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30
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XΑ
Andamento XΑ
Figura 2.14: Andamento dell’esponente Xα con cui e` stata fittata Trσ
α = cαN
−Xα
nel limite α→∞. E` stato evidenziato il comportamento per grandi α con una retta
parallela con coefficiente angolare 1/2.
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In rosso XΑ = X1'HΑ -1L
Figura 2.15: Ingrandimento del grafico (2.14) nella zona α ∈ [0.5, 1.5]. E` stato
mostrato in rosso l’andamento della retta tangente nel punto α = 1.
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2.6 Risultati Trappola armonica
Come per la buca infinita riportiamo di seguito i risultati ottenuti calcolando la
matrice densita` ridotta per un sistema di N Bosoni impenetrabili. Anche stavol-
ta ci siamo avvalsi del BFM per calcolare prima la funzione d’onda dello stato
fondamentale e poi la matrice ρHN (x; y):
ρHN+1(x; y) =
e−
x2
2
− y2
2
c2N
det[aHjk(x, y)]j,k=1,...,N (2.6.1)
con
aHjk(x, y) =
22−j−k
cj−1ck−1
∫ ∞
−∞
dt|x− t||y − t|Hj−1(t)Hk−1(t)e−t2 . (2.6.2)
Il calcolo in dettaglio e` mostrato nelle precedenti sezioni. Per poter avere una ap-
prossimazione degli autovalori della matrice continua ρHN (x; y) e` necessario discretiz-
zare l’intervallo Ω = (−∞,∞) di valori assunti alle variabili x ed y, ed associare ad
ogni punto ξi ∈ Ω la componente di un vettore M-dimensionale ~ξ. Tuttavia poiche´
la matrice densita` e` pressoche´ nulla per x al di fuori dell’intervallo [−√2N,√2N ],
abbiamo considerato solo questo come insieme Ω, e lo abbiamo diviso in (20N + 1)
punti. E` stato possibile calcolare la matrice discreta ρij , di cui abbiamo dato il
grafico nella figura (2.3) per il caso N = 5, utilizzando gli M ×M punti a dispo-
sizione ed in seguito diagonalizzarla per avere informazioni sui suoi autovalori. Gli
elementi aHjk possono essere espressi come somme di funzioni Γ incomplete o funzioni
ipergeometriche confluenti, come mostrato in [16].
Come per la buca infinita roportiamo i risultati ottenuti:
• Andamento λHj ∼ j−4 per j grandi rispetto a N .
• Andamento λHj ∼
√
N per j piccoli.
• Assenza di condensazione di Bose-Einstein, dettata da λH0
• Regola di somma ∑Mj=0 λj = N .
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2.6.1 Andamento di λHj
Proseguendo nella nostra analisi della matrice densita` ridotta, mostriamo nei se-
guenti grafici, il comportamento dei suoi autovalori in scala bilogaritmica al variare
di j, evidenziando un andamento ∝ j−4, mostrato in figura (2.17) da una linea nera
tratteggiata.
1 5 10 50 100 500
j10-5
10-4
0.001
0.01
0.1
1
10
Λ j
Andamento Autovalori Trappola armonica
Figura 2.16: Andamento degli autovalori della matrice densita` ridotta per un gas
di Bosoni immerso in un potenziale armonico. Possiamo notare il comportamento
∝ j−4 gia` riscontrato nei sistemi soggetti al potenziale a buca infinita.
10 20 50 100 200 500
j10-8
10-6
10-4
0.01
1
Λ j
Andamento Autovalori Trappola armonica
Figura 2.17: In questo grafico e` isolato il comportamento di una singola serie di
autovalori λHj corrispondenti al sistema con N = 27 particelle. Anche qui e` eviden-
ziato da una retta tratteggiata in nero, l’andamento ∝ j−4. Si nota che gli ultimi
punti si distaccano da questo andamento: si tratta degli effetti della discretizzazione
spaziale usata per calcolare ρHN numericamente.
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2.6.2 Andamento primo autovalore
Affinche´ si abbia condensazione di Bose-Einstein (BEC) bisogna analizzare il primo
il numero di occupazione del livello fondamentale, che nel nostro linguaggio vuol
dire λH0 , e tracciarne l’andamento al variare del numero di particelle. Solo se si ha
λH0 ∝ N avremo condensazione. Tuttavia analogamente a quanto riscontrato nel
potenziale tipo Dirichlet, i dati trovati suggeriscono un comportamento lineare con√
N , che implica, quindi l’assenza di BEC. Abbiamo provato a fittare i dati con una
curva di tipo λH0 = α
√
N + β, ottenendo per i parametri α e β i seguenti valori:
α = 1.42 e β = −0.48.
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Figura 2.18: Analisi dell’autovalore λH0 al variare del numero di particelle. Sulle
ascisse e` riportato il valore di
√
N per favorire la vista della linearita`. Inoltre il
grafico riporta i valori di un fit di tipo λH0 = α
√
N + β.
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Figura 2.19: In questo grafico e` stato mostrato, sovrapposto al fit precedente, un
andamento di tipo λH0 = a
√
N +b+c/N
2
3 . I coefficienti a, b, c sono riportati in alto,
e risultano uguali a quelli trovati da [16].
Tuttavia, sulla base delle considerazioni in [16], abbiamo provato un altro tipo
di fit che, sovrapposto al precedente ha prodotto il risultato in figura (2.19). I dati
sono stati comparati con una curva del tipo λH0 = a
√
N + b+ c/N
2
3 , ed e` emerso il
seguente risultato: a = 1.43, b = −0.56 e c = 0.13. Resta comunque evidente che
l’andamento dell’autovalore λH0 per grandi N e` lineare con
√
N e quindi dimostra
l’assenza di condensazione in questo sistema.
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2.6.3 Entropia di Entanglement
Dopo aver calcolato gli autovalori della matrice densita`, possiamo passare allo studio
dell’entropia di Entanglement per questo sistema. Ci si aspetta un andamento
logaritmico con numero di particelle, che ci ha indotto a riportare i dati in un plot
SH1 (N) vs logN . Ancora una volta i fits sono stati eseguiti al variare di Nmin per
evidenziare il comportamento asintotico di SH1 (N).
S1(N) = α log(N) + β
Nmin S
H
1 (Nmin) α β
3 0.68 0.93 0.03
4 1.06 0.93 0.02
5 1.32 0.93 0.02
6 1.52 0.93 0.01
7 1.69 0.94 0.0
8 1.83 0.94 0.0
9 1.95 0.94 0.0
10 2.06 0.94 0.0
11 2.16 0.94 0.0
12 2.25 0.94 0.0
13 2.33 0.94 -0.01
14 2.4 0.94 -0.01
15 2.47 0.94 -0.01
16 2.54 0.94 -0.02
17 2.6 0.94 -0.02
18 2.66 0.94 -0.02
19 2.71 0.94 -0.02
20 2.76 0.94 -0.02
S1(N) = log(N) + f + κ/
√
N
Nmin S
H
1 (Nmin) f κ
3 0.68 -0.28 0.41
4 1.06 -0.28 0.44
5 1.32 -0.29 0.46
6 1.52 -0.29 0.47
7 1.69 -0.29 0.48
8 1.83 -0.3 0.48
9 1.95 -0.3 0.49
10 2.06 -0.3 0.5
11 2.16 -0.3 0.5
12 2.25 -0.3 0.51
13 2.33 -0.3 0.51
14 2.4 -0.3 0.52
15 2.47 -0.3 0.52
16 2.54 -0.3 0.53
17 2.6 -0.31 0.54
18 2.66 -0.31 0.54
19 2.71 -0.31 0.55
20 2.76 -0.31 0.56
Tabella 2.3: Andamento dei parametri di due fit dell’entropia di Entanglement
per un gas di Bose in una trappola armonica, al variare valore iniziale SH1 (Nmin).
A sinistra usiamo la funzione SH1 (N) = α logN + β, mentre a destra S1(N) =
logN + f + κ/
√
N .
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In figura 2.20 vengono fittati i risultati numerici con due funzioni di tipo SH1 (N) =
α logN + β, una per tutti i dati ed un’altra (in viola) per evidenziare solo l’anda-
mento asintotico.
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Figura 2.20: Abbiamo riportato i dati dell’entropia di Entanglement per un sistema
bosonico impenetrabile in una trappola armonica al variare del numero di particelle
nella trappola. Sono stati eseguiti due fit, in blu quello in cui sono considerati tutti
i punti e in viola e` evidenziato solo l’andamento asintotico con α = 0.94 e β = −0.2.
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Abbiamo eseguito un secondo fit in base all’andamento teorico previsto per
questo sistema. Nel grafico in basso (figura 2.21), sono riportati entrambi i risultati
sovrapposti: in rosso notiamo una funzione di tipo SH1 (N) = α logN + β, mentre
in verde un andamento SH1 (N) = logN + f + κ/
√
N .
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Figura 2.21: Andamento dell’entropia di Entanglement per un sistema di Boso-
ni impenetrabili immersi in un potenziale armonico. Sono evidenziati i due fi-
ts effettuati: uno di tipo SH1 (N) = α logN + β(in rosso) ed un altro di tipo
SH1 (N) = logN + f + κ/
√
N .
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2.6.4 Repliche
Studiando la funzione TrσαN si puo` comparare l’andamento asintotico per α grandi
con il comportamento atteso per il primo autovalore della matrice densita`. Tramite
un fit di tipo: TrσαN = N
−Xα , abbiamo determinato Xα per ogni 1 ≤ α ≤ 100, ed
abbiamo riportato i valori ottenuti sul grafico in figura (2.22).
Anche in questo caso abbiamo ritrovato l’andamento a potenza del primo auto-
20 40 60 80 100
Α
10
20
30
40
XΑ
Andamento XΑ
Figura 2.22: Studio dell’andamento per α grandi della funzione Xα. Notiamo un
comportamento lineare in questo range, con pendenza 1/2 come mostrato dalla retta
in rosso parallela ai dati.
valore: λ0 ∼
√
N . E` possibile effettuare un plot di Xα vs α per 0.5 ≤ α ≤ 1.5 e
ricavarne la pendenza nel punto α = 1.
0.8 1.0 1.2 1.4
Α
-0.4
-0.2
0.2
0.4
XΑ
Andamento di XΑ vicino ad Α=1
Figura 2.23: Andamento Xα vs α, in prossimita` del punto α = 1. Da un’analisi
della retta tangente abbiamo ricavato X ′1 = 0.94.
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Capitolo 3
Anyoni
La statistica delle particelle in sistemi a bassa dimensionalita` (d = 1, 2), e` molto piu`
varia di quanto non lo sia nel caso tridimensionale. Sono presenti in questi casi [19]
particelle che non rispettano ne´ la statistica di Bose-Einstein ne´ quella di Fermi-
Dirac, ma hanno un comportamento intermedio. Le particelle che manifestano una
statistica di interpolazione fra le due specie si chiamano Anyoni. Il loro nome si
deve a F.Wilczek [20]; egli noto` come nello scambio di due particelle, la funzione
d’onda totale cambiasse di un fattore di fase libero di assumere ogni valore nel-
l’intervallo [0, π]. Se ci specializziamo al caso unidimensionale possiamo esprimere
questa proprieta` come:
ΨB(x1, x2) = (+1)Ψ
B(x2, x1)
ΨF (x1, x2) = (−1)ΨF (x2, x1)
ΨA(x1, x2) = e
iκπǫ(x2−x1)ΨA(x2, x1) (3.0.1)
dove B,F,A stanno rispettivamente per Bosoni, Fermioni ed Anyoni, ǫ(z) e` la fun-
zione segno e κ rappresenta il parametro anyonico. Si nota subito che il caso anyo-
nico contiene come limiti i primi due se il parametro anyonico κ e` nullo oppure
e` uguale a 1. Lo studio di queste particelle e` in crescente sviluppo non solo per
l’importanza teorica che esse hanno all’interno del quadro generale, ma anche per
gli interessanti sviluppi pratici riguardanti, nel caso di dimensione pari a due, la
costruzione di computer quantistici fault-tolerant e lo studio dell’effetto Hall quan-
tistico frazionario. Possiamo esprimere in maniera piu` generale il concetto espresso
in (3.0.1) utilizzando una funzione d’onda che descrive un sistema di N anyoni ed
usando un’espressione equivalente di parametro anyonico, che semplifica la futura
esposizione:
κ = (1− θ/π)
ΨθN (· · · , xi, xi+1, · · · ) = ei(π−θ)ǫ(xi+1−xi)ΨθN (· · · , xi+1, xi, · · · ) (3.0.2)
Anche in questo caso si trova un’ampia letteratura [4, 5, 21] per sistemi con condi-
zioni al contorno periodiche. Il Bethe-Ansatz fornisce infatti una soluzione analitica
per la geometria circolare, che e` la stessa del gas di Bosoni studiato da Lieb e Liniger
[2], a meno di utilizzare come costante di accoppiamento c′ = c/ cos(κπ/2)[5][22].
Noi invece ci specializzeremo al caso di potenziale a buca con annullamento al bor-
do, che sta a indicare la condizione di finitezza del sistema, tipico della realizzazione
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sperimentale. Per ottenere la funzione d’onda utilizziamo un metodo simile al BFM,
l’Anyon-Fermion Mapping, nel limite di Anyoni impenetrabili, come spiegato nella
prossima sezione.
3.1 Anyon-Fermion Mapping
L’Anyon-Fermion Mapping (AFM) e` una relazione analoga al BFM che lega gli stati
di un gas di anyoni unidimensionali impenetrabili, e quelli di un gas di fermioni liberi
e senza spin. La corrispondenza tra gli stati e` espressa per mezzo delle funzioni
d’onda che possono essere scritte come:
ΨθN (x1, . . . , xN ) =
[ ∏
1≤i<j≤N
Aθ(xi − xj)
]
Ψθ=0N (x1, . . . , xN ), (3.1.1)
dove Aθ non e` la funzione “unita` antisimmetrica”, ma un fattore di fase dipendente
dall’ordinamento delle particelle infatti:
Aθ(xi − xj) =
{
eiθ xi < xj
1 xi > xj .
(3.1.2)
Le proprieta` topologiche del sistema dipendono del parametro anyonico e sono co-
dificate nella funzione Aθ(xi−xj) che apporta una fase statistica eiθP risultante da
P scambi che occorrono per riportare il sistema nella condizione 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤
· · · ≤ xN ≤ L. Anche altri elementi risentono della presenza del parametro θ, pri-
mo fra tutti la matrice densita` ridotta ρθN (x; y) di cui sara` data un’espressione sul
modello della definizione (2.4.15) nelle prossime sezioni. Se proviamo ad invertire
due particelle nella (3.1.1), specializzandoci al caso N = 3, otteniamo:
ΨθN (x1, x2, x3) = Aθ(x1 − x2)Aθ(x1 − x3)Aθ(x2 − x3)ΨFN (x1, x2, x3) =
Aθ(x1 − x2)Aθ(x1 − x3)eiθε(x2−x3)Aθ(x3 − x2)(−1)ΨFN (x1, x3, x2) =
= ei(π−θ)ε(x3−x2)ΨθN (x1, x3, x2),
che e` proprio la condizione di scambio degli anyoni (3.0.2). Il mapping conserva i
prodotti scalari, infatti:
〈ΨθN |Oˆ|ΨθN 〉 =
∫
Ψ¯θN OˆΨ
θ
N =
∫
|Aθ|2Ψ¯FN OˆΨFN = 〈ΨFN |Oˆ|ΨFN 〉, (3.1.3)
dove abbiamo utilizzato l’evidente fatto che A¯θAθ = 1 qualunque sia θ e qualunque
sia l’argomento della funzione Aθ. Tra le proprieta` di Aθ(z) ricordiamo che:
1. Aθ(αz) = Aθ(z) se α > 0.
2. A¯θ(z) = A−θ(z).
3. Aθ(−z) = eiθA−θ(z).
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La peculiarita` dell’AFM e` quella di sfruttare la conoscenza della funzione d’onda
fermionica per sistemi liberi, che rispettano il principio di Pauli per costruzione, met-
tendola in corrispondenza con quella di un sistema di anyoni impenetrabili. Negli
articoli [4, 5, 21] viene utilizzato l’AFM per analizzare rispettivamente le proprieta`
della matrice densita` di un sistema anyonico, la sua distribuzione dei momenti, ed
un’approssimazione della funzione di correlazione g1(x) = 〈Ψκ†(x)Ψκ(0)〉 a grandi
distanze rispetto a (ρκ)−1.
Nel primo caso, l’analisi porta ad un’espressione asintotica di ρθN (x):
ρθN (x) ∼ (2N)α(θ)G2(1 + θ/2π)G2(2− θ/2π)e−i2β(θ)(Nπx/L−1/2)| sin(πx/L)|α(θ)
(3.1.4)
dove β(θ) = θ/2π − 1/2 per 0 ≤ θ ≤ π mentre β(θ) = −β(−θ) per π ≤ θ ≤ 0, ed
α(θ) = −1/2 − β2(θ), mentre G(z) e` la funzione ‘G’ di Barnes. Notiamo che per
θ = π possiamo ottenere la formula di Lenard [14] per l’andamento asintotico della
matrice densita` di un gas di bosoni per la simmetria circolare:
ρB(x) ∼ ρ∞ N
−1/2
| sin(πx/L)|1/2 (3.1.5)
dove ρ∞ = G4(3/2)/
√
2. In [5] viene studiata la distribuzione dei momenti, come
mostrato in figura (3.1).
Figura 3.1: Distribuzione dei momenti nκ81(k) per alcuni valori del parametro sta-
tistico κ. Notiamo come il picco discenda all’aumentare di κ, diventando la discon-
tinuita` di Fermi in kF per κ = 1. A destra e` mostrato uno zoom della regione con
kf ≤ k ≤ 2kF . Grafici ottenuti da [5].
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Infine in [21] si effettua un confronto con i dati numerici, della funzione di
correlazione asintotica g1(x), e si apprezza la bonta` dell’andamento, al variare del
parametro anyonico, sia in prossimita` del punto bosonico (θ = π), si in prossimita`
del punto fermionico (θ = 0).
Figura 3.2: Confronto tra i risultati esatti di [4](in nero) per la funzione di corre-
lazione di un gas di Anyoni nel limite di Tonks-Girardeau ed i risultati asintotici
(rosso) ottenuti da [21].
3.2 Matrice densita` ridotta per Anyoni
La matrice densita` ridotta per un sistema di N Anyoni nello stato fondamentale e`
definita nella seguente maniera:
ρθN (x, y) = N
∫∫∫
Ω
dx1 · · ·dxN−1Ψ¯θ0(x1, . . . , xN−1, x)Ψθ0(x1, . . . , xN−1, y) (3.2.1)
dove il pedice “0” indica che si tratta dello stato fondamentale. L’intervallo d’inte-
grazione puo` essere Ω = (−∞,∞) oppure Ω = [0, L]. La normalizzazione scelta e`
la stessa della (2.0.4), e cioe` ∫
Ω
dxρθN (x, x) = N.
In maniera analoga a quanto fatto in precedenza, possiamo passare da una descri-
zione della matrice ρN come integrale N dimensionale, ad un’espressione che coin-
volge il determinante di N2 integrali unidimensionali. In questo caso pero` bisogna
utilizzare anche la funzione Aθ. Infatti per la buca infinita avremo:
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ΨθN+1 =
(2L)−(N+1)/2√
(N + 1)!
N+1∏
l=1
2i sin
πxl
L
∏
1≤j<k≤N+1
2Aθ(xk − xj)[cos πxk
L
− cos πxj
L
]
=
iϕ0(x)√
(N + 1)
N∏
m=1
2Aθ(x− xm)[cos πx
L
− cos πxm
L
]ΨθN (3.2.2)
dove ϕ0(x) =
√
2
L sin(πx/L) e` la funzione d’onda di un singolo fermione nello
stato fondamentale. Tramite l’identita` generale (2.4.14), e` possibile trasformare
ρθN+1(x; y) in:
ρθN+1(x; y) =
2
L
sin
πx
L
sin
πy
L
det[aθjk(x, y)]j,k=1,...,N . (3.2.3)
dove aθjk(x, y) e` un elemento di matrice simile a quello definito in (2.4.17).
aθjk(x, y) = 8
∫ 1
0
dt A¯θ(
x
L
−t)[cos πx
L
−cosπt]Aθ( y
L
−t)[cos πy
L
−cosπt] sinπjt sinπkt.
(3.2.4)
Notiamo come per θ = π l’espressione Aθ(
y
L − t)[cos πyL − cosπt] vada a trasformarsi
in ǫ( yL − t)[cos πyL − cosπt] = | cos πyL − cosπt|, che e` presente nel calcolo di aDjk per
Bosoni. Si puo` rendere esplicito il calcolo della matrice densita` notando la seguente
proprieta` che vale anche nel caso armonico:
A¯θ(x
′ − t)Aθ(y′ − t) =
{
eiθ t ∈ [x′, y′]
1 t /∈ [x′, y′] (3.2.5)
dove x′ = x/L e cos`ı pure y′.
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3.2.1 Trappola armonica
Utilizzando i risultati delle sezioni precedenti possiamo calcolare la funzione d’on-
da dello stato fondamentale di (N + 1) Anyoni impenetrabili tramite l’AFM ed
esprimerla in maniera ricorsiva, come prodotto:
ΨθN+1 =
e−x
2/2
√
N + 1
ΨθN
cHN
N∏
l=1
(x− xl) ·Aθ(x− xl), (3.2.6)
dove il coefficiente cHN e` tale che (c
H
N )
2 =
√
π 2−NN !. Eseguendo tutti i passaggi
algebrici intermedi, in analogia con quelli per un sistema bosonico, arriviamo a
scrivere la matrice densita` nella maniera seguente:
ρθN+1(x; y) =
e−(x
2+y2)/2
(cHN )
2
det[aθj,k(x, y)]j,k=1,...,N (3.2.7)
aθjk(x, y) =
22−j−k
cj−1ck−1
∫ ∞
−∞
dt A¯θ(x− t) · (x− t) ·Aθ(y− t) · (y− t)Hj−1(t)Hk−1(t)e−t2 .
(3.2.8)
Ricordiamo che |Aθ|2 = 1, e che A¯θ = A−θ.
3.2.2 Proprieta` di simmetria
Prima di andare avanti e` importante notare alcune relazioni di simmetria. Gli ope-
ratori di simmetria citati di seguito producono tutti lo stesso risultato: trasformano
la matrice densita` nella sua coniugata ρθN (x, y), e sono:
• L’inversione del parametro anyonico Cˆ : θ 7→ −θ
• L’inversione di posizione Pˆ : (x, y) 7→ (y, x)
• L’inversione rispetto al centro di simmetria:
Πˆ : (x, y) 7→
{
(−x,−y) caso armonico
(L− x, L− y) caso buca infinita. (3.2.9)
La prima e` vera per definizione visto che a−θjk (x, y) = a
θ
jk(x, y). La seconda puo`
essere provata esplicitando la definizione di aθjk(y, x).
aθjk(y, x) =
22−j−k
cj−1ck−1
∫ ∞
−∞
dt A¯θ(y−t)·(y−t)·Aθ(x−t)·(x−t)Hj−1(t)Hk−1(t)e−t2 = aθjk(x, y)
(3.2.10)
Per la terza simmetria abbiamo:
aθjk(Πˆx, Πˆy) = a
θ
jk(−x,−y) =
=
22−j−k
cj−1ck−1
∫ ∞
−∞
dt A¯θ(−x− t) · (−x− t)×
×Aθ(−y − t) · (−y − t)Hj−1(t)Hk−1(t)e−t2 (3.2.11)
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che cambiando variabile di integrazione t = −r, diventa:
22−j−k
cj−1ck−1
(−1)j+k
∫ ∞
−∞
dr A¯θ(r − x) · (r − x) ·Aθ(r − y) · (r − y)Hj−1(r)Hk−1(r)e−r2 =
22−j−k
cj−1ck−1
(−1)j+k
∫ ∞
−∞
dr Aθ(x− r) · (x− r) · A¯θ(y − r) · (y − r)Hj−1(r)Hk−1(r)e−r2 =
= (−1)j+kaθjk(x, y).(3.2.12)
Nell’ultimo passaggio si e` usata la proprieta` 3 di pag. 43. Il fattore (−1)j+k non
contribuisce al determinante nel calcolo della matrice densita`, come per il caso bo-
sonico, e questo ci permette di includere l’inversione rispetto al centro di simmetria,
come un’operazione di simmetria che manda ρθN 7→ ρθN .
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3.3 Risultati Buca infinita
Grazie alle considerazioni di simmetria del precedente paragrafo, e` stato possibile,
dopo aver discretizzato l’intervallo Ω = [0, L] in (10N + 1) punti, calcolare espli-
citamente la matrice densita` ridotta per un gas di Anyoni impenetrabili nel limite
di Tonks-Girardeau. Riportiamo qui di seguito i grafici della parte Reale di ρθ5 per
cinque valori di θ, in modo da poterne confrontare gli andamenti. Si puo` osservare
come il numero di picchi lungo la diagonale principale, che e` uguale al numero di
particelle, rimanga alla stessa altezza come evidenziato nel grafico a sinistra della
figura (3.4), mentre l’andamento di ρθ(x; y), lontano dalla retta y = x, si fa sempre
meno oscillante al crescere di θ verso il punto Bosonico (θ = π).
Parte Reale di ΡNΘ con Θ=Π60
0.0
0.5
1.0
xL
0.0
0.5
1.0
yL
0.0
0.5
1.0
Figura 3.3: Grafico della Parte Reale della matrice densita` ridotta per un sistema di
5 Anyoni confinati in un potenziale a buca infinita. Notiamo che la funzione assume
valori sia positivi che negativi, e che si ha un andamento oscillante nell’avvicinarsi
ai bordi.
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Parte Reale di ΡNΘ con Θ=59Π60
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Figura 3.4: Sezioni trasversali della matrice densita` per un sistema di 5 anyoni
intrappolati in un potenziale a buca infinita. Le sezioni vengono ricavate tagliando
la figura lungo le rette y = x ed y = L− x.
3.4 Entropia di Entanglement
L’evidente dipendenza dal parametro anyonico della matrice densita`, influisce sul
calcolo dei suoi autovalori e dell’entropia di Entanglement, che e` stata ricavata per
ognuno dei valori di θ esaminati, cioe` θ = π60{1, 15, 30, 45, 59}. Sono stati scelti valori
multipli di π/60 per confrontare i risultati con quelli di [4] per Anyoni impenetrabili
in condizioni di periodicita` al bordo. In quel caso la statistica anyonica impone un
comportamento diverso [23] per ognuna delle coordinate delle particelle:
Ψθ(.., xj−1, xj , xj+1, ..) = e−i2θ(j−1)+iθ(N−1)Ψθ(.., xj−1, xj + L, xj+1, ..) (3.4.1)
50
Per ovviare a questi problemi, in [4] e` stato richiesto di avere una funzione d’onda
ad un sol valore, e questo impone al parametro anyonico di essere un multiplo intero
di 2π/(N − 1).
5 10 15 20 25 30
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2.5
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3.5
SN
Θ
Entropia per 0£Θ£Π
Figura 3.5: Entropia di Entanglement per un gas di Anyoni impenetrabili in un
potenziale a buca infinita, plottata per diversi valori del parametro anyonico θ.
L’andamento suggerisce una legge di tipo logaritmico.
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Figura 3.6: Ingrandimento dell’immagine precedente. Si nota come la presenza del
parametro anyonico influenzi l’andamento dell’entropia.
L’andamento dell’entropia ha un termine dominante in logN , come per il caso
bosonico, il che ci induce a riportare i dati in scala logaritmica, ma il comportamento
crescente al diminuire del parametro anyonico da π fino a 0, e` da attribuire alla
presenza di una funzione f(θ) con valori negativi nell’intervallo [0, π]. Risulta quindi
10.05.0 20.0 30.015.07.0
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2.0
2.5
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SN
Θ
Entropia per 0£Θ£Π in Log-scale
Θ=59Π60
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Θ=Π4
Θ=Π60
Figura 3.7: Andamento dell’entropia di Entanglement riportato in scala logaritmica.
evidente la presenza di una funzione di questo tipo, e cio` suggerisce di fittare i nostri
dati con un andamento SθN = logN + f(θ) +
κ(θ)√
N
. Tramite un fit di questo tipo per
tutte e cinque le curve mostrate in figura (3.5) abbiamo ottenuto i valori in tabella
(3.1)
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Nmin f(π/4) κ(π/4) f(π/2) κ(π/2) f(3π/4) κ(3π/4) f(59π/60) κ(59π/60)
3 -0.02 0.08 -0.1 0.27 -0.16 0.46 -0.18 0.53
6 -0.03 0.1 -0.11 0.34 -0.19 0.57 -0.21 0.67
9 -0.03 0.11 -0.12 0.37 -0.2 0.64 -0.23 0.75
12 -0.03 0.11 -0.12 0.39 -0.21 0.68 -0.24 0.8
15 -0.03 0.12 -0.13 0.4 -0.22 0.71 -0.25 0.84
18 -0.03 0.12 -0.13 0.41 -0.22 0.73 -0.26 0.87
21 -0.03 0.12 -0.13 0.42 -0.23 0.75 -0.26 0.9
24 -0.03 0.12 -0.13 0.43 -0.23 0.76 -0.27 0.92
27 -0.03 0.12 -0.13 0.43 -0.23 0.79 -0.27 0.95
Tabella 3.1: Fit di f(θ) e κ(θ) per θ = π60{15, 30, 45, 59}. La tabella riporta i valori
dei fits di tipo S1(N) = logN+f(θ)+κ(θ)/
√
N eseguiti al variare del valore iniziale
Nmin. Non sono riportati i valori di f(π/60) e κ(π/60) perche´ sono nulli, come ci
si aspetta avvicinandosi al punto fermionico.
che riportiamo di seguito in due grafici f(θ) e κ(θ) vs θ/π.
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Figura 3.8: Andamento della funzione f(θ) vs θ/π. E` stato sovrapposto un plot di
tipo sinusoidale.
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Figura 3.9: Comportamento della funzione κ(θ). Anche in questo caso sembra che
il suo andamento al variare di θ sia di tipo sinusoidale.
Dai grafici (3.8) e (3.9) si vede bene che in prossimita` del punto fermionico
(θ = 0), la funzione f(θ) si annulla, mentre per i Bosoni otteniamo un valore limite
f(θ = π) = −0.28, che e` in linea con quanto trovato nella sezione dedicata allo studio
dei Bosoni intrappolati in un potenziale a buca infinita. E` importante dire che il
nostro lavoro e` stato guidato da quello di Santachiara e collaboratori [4], dove viene
analizzata, fra le altre cose, l’entropia di Entanglement per un sistema circolare di
Anyoni impenetrabili, ottenendo risultati analoghi a quelli riportati qui.
3.5 Approssimazione grandi distanze
Un importante strumento per la descrizione delle funzioni di correlazione e` dato
dall’harmonic fluid approch di Haldane, noto anche come Bosonizzazione [7]. Si
tratta di riscrivere l’hamiltoniana di un sistema in termini di variabili che descrivano
le fluttuazioni di bassa energia e soddisfino regole di commutazione bosoniche. Per
un sistema di bosoni queste variabili sono la densita` ρ(x) e la fase φ(x). Per fare cio`
introduciamo il campo anyonico ΨA(x) (di cui vogliamo la funzione di correlazione)
che soddisfa le seguenti relazioni per x1 6= x2:
Ψ†A(x1)Ψ
†
A(x2) = e
iκπǫ(x1−x2)Ψ†A(x2)Ψ
†
A(x1)
ΨA(x1)Ψ
†
A(x2) = e
−iκπǫ(x1−x2)Ψ†A(x2)ΨA(x1) (3.5.1)
dove ǫ(z) e` la funzione segno, e si e` scelto di lavorare col il parametro statistico κ per
evitare confusioni con il campo θ(x) che introdurremo in seguito. Possiamo usare
la seguente corrispondenza ed esprimere ΨA(x) in funzione di un campo bosonico
ΨB(x) che rispetta le usuali relazioni di commutazione:
[ΨB(x),Ψ
†
B(x
′)] = δ(x− x′).
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Avremo:
Ψ†A(x) = Ψ
†
B(x)e
iπκ
∫ x
−∞
dt ρ(t) (3.5.2)
dove ρ(x) = Ψ†A(x)ΨA(x) = Ψ
†
B(x)ΨB(x) e` la densita`, uguale per bosoni ed anyoni.
Per descrivere le fluttuazioni a grandi lunghezza d’onda e` conveniente dividere le
funzioni ρ(x) e φ(x) in due parti che variano lentamente e velocemente: ρ(x) =
ρ<(x) + ρ>(x) et φ(x) = φ<(x) + φ>(x). Con ρ<(x) ci riferiamo a fluttuazioni su
distanze >> ρ0 = 〈ρ(x)〉. Ci aspettiamo che le parti velocemente fluttuanti di ρ(x),
cioe` ρ>(x), diano un contributo che si cancella nell’integrale in (3.5.2). Utilizzando
solo le parti ‘lente’, si puo` definire il campo ∂xΘ(x) = πρ<(x) ed il campo anyonico
assume la seguente forma:
Ψ†A(x) = Ψ
†
Be
iκΘ(x), (3.5.3)
mentre la densita` diviene ρ(x) = ρ<(x)
∑
m e
i2mΘ(x). Poiche´ il campo bosonico puo`
essere espresso come
Ψ†B(x) =
√
ρ(x)e−iφ(x), (3.5.4)
possiamo riscrivere la (3.5.3) ed introdurre il campo θ(x) = Θ(x)− πρ0x:
Ψ†A(x) =
√
ρ(x)eiκ(θ(x)+πρ0x)−iφ (3.5.5)
Utilizzando i campi θ(x) = Θ(x)− πρ0x e φ(x) possiamo ottenere le funzioni di
correlazione nel regime di piccoli momenti tramite gli operatori di vertice Am,n(x) =
eimθ(x)einφ(x). Infatti possiamo scrivere la matrice densita` ridotta ad un corpo come:
〈Ψ†(x)Ψ(y)〉 = ρ0
∞∑
m,m′=−∞
e2iπρ0[(m+κ/2)x−(m
′+κ/2)y]〈A2m+κ,−1(x)A−(2m′+κ),1(y)〉
= ρ0
[ρ−10 √d(2x|2L)d(2y|2L)
d(x+ y|2L)d(x− y|2L)
]K/2 ∞∑
m,m′=−∞
bm,m′e
−i(m+m′+κ)πǫ(x−y)/2
×
[d(x+ y|2L)
d(x− y|2L)
](2m+κ)(2m′+κ)K/2 eiπρ0[(2m+κ)x−(2m′+κ)y]
[ρ0d(2x|2L)](2m+κ)2K/4[ρ0d(2y|2L)](2m′+κ)2K/4
dove d(x|L) = L sin(πx/L). Nel limite di Tonks-Girardeau il valore di K e` 1.
I coefficienti bm,m′ non sono universali, ma dipendono dal modello analizzato, e
notiamo che per x → y otteniamo dei valori infiniti, indice del fatto che questa
trattazione funziona solo per |x − y| >> 1/ρ0 e lontano dai bordi 0 ed L, dove
si annulla la funzione d(x|L). Possiamo usare questa espressione della funzione di
correlazione per confrontarla con la matrice densita` ridotta ad un corpo calcolata
nelle sezioni precedenti per un gas di Anyoni unidimensionali in un potenziale con
condizioni di annullamento al bordo. Per fare cio` abbiamo scelto i coefficienti bm,m′
in modo che: bm,m′ = 0 se m,m
′ 6= 0,−1, mentre b−1,−1, b0,−1, b−1,0 6= 0 se κ ≈ 1,
perche´ in caso di limite L → ∞ i termini piu` importanti dell’espressione di sopra
sono quelli al denominatore con la potenza minore. L’unico coefficiente non nullo
sempre e` b0,0, che viene scelto il modo tale da assicurare 〈Ψ†A(3L/4)ΨA(L/4)〉 =
ρκN (3L/4, L/4) matrice densita` ridotta per un gas di Anyoni. Nella figura (3.10)
si nota come la funzione di correlazione abbia esattamente lo stesso andamento
asintotico della matrice densita` mostrato nella figura (3.4).
55
:Θ=, Π
60
>
0.0
0.5
1.0
xL
0.0
0.5
1.0
yL
-0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
<YHxLÖ YHyL>
Figura 3.10: Funzione di correlazione 〈Ψ†A(x)ΨA(x)〉.
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Capitolo 4
Conclusioni
Lo scopo di questo lavoro e` quello di analizzare la matrice densita` per gas unidi-
mensionali confinati in potenziali di tipo armonico o a buca infinita, e studiare il
comportamento dei suoi autovalori. Per fare cio` abbiamo considerato un gas di bo-
soni (anyoni) nel limite di Tonks-Girardeau, o di particelle impenetrabili. In questa
situazione esiste una corrispondenza tra gli stati bosonici (anyonici) e gli stati di un
gas unidimensionale di fermioni liberi [1, 3].
Lo studio degli autovalori di ρ fornisce, per la geometria circolare, anche la distri-
buzione dei momenti, mentre per i potenziali analizzati gli autovalori corrispondono
solamente alla probabilita` di occupazione degli orbitali naturali φj(x) che diagona-
lizzano la matrice densita`. Per entrambe le geometrie e` stato trovato un comporta-
mento ∝ √N per il primo autovalore, e questo e` indice dell’assenza di condensazione
di Bose-Einstein. Inoltre il comportamento per gli autovalori λj con j >> N e` lo
stesso sia per i due casi studiati, sia per la geometria circolare, cioe` un andamento
∝ j−4. Questo comportamento si riscontra anche nella distribuzione dei momenti
che per k grandi, sono proporzionali a k−4 per tutti e tre i casi. La spiegazione
di cio` risiede nel fatto che per piccole distanze, lontano dai bordi, il sistema non
risente della condizione di confinamento, e si comporta in maniera universale.
Sebbene sia possibile avere un’espressione esplicita di ρN (x; y), il calcolo della ma-
trice densita` e` stato effettuato per via numerica, a causa del numero di termini che
cresce come N !
Una volta noti gli autovalori λj e` stato possibile calcolare l’entropia di entanglement
ad una particella, definita come S1(N) = −Tr(σN log σN ), dove σN = ρN/N . Si
tratta di una misura della correlazione tra le particelle in un sistema itinerante, per
la quale abbiamo ottenuto un andamento proporzionale al logaritmo del numero
di particelle del tipo S1(N) = logN + f + κ/
√
N . Questo comportamento e` stato
ritrovato sia per bosoni che per anyoni, per i quali sono stati analizzati diversi va-
lori del parametro anyonico confermando la dipendenza di S1(N) da quest’ultimo.
I dati in letteratura [4] rispecchiano questo andamento per l’entropia di entangle-
ment, e ancora una volta mostrano un comune denominatore per il caso circolare
e la buca infinita. L’ultimo capitolo si chiude con lo studio nell’approssimazione di
grandi distanze della funzione di correlazione 〈Ψ†A(x)ΨA(y)〉 per un gas di anyoni,
che altro non e` che la matrice densita` ridotta ad un corpo. Concludiamo il nostro
lavoro osservando come una comprensione migliore del sistema potrebbe nascere
dallo studio della dinamica dello stesso e dall’analisi a temperature maggiori di zero
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[24].
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Appendice A
Determinante
Sia SN il gruppo delle permutazioni di N oggetti, ed ǫ(P ) la segnatura della
permutazione P , allora definiamo il determinante della matrice di elementi aj,k
come:
1
N !
∑
P∈SN
∑
Q∈SN
ǫ(P )ǫ(Q)
N∏
l=1
aP (l),Q(l) = det[aj,k]j,k=1,...,N.
Consideriamo l’espressione contenente le funzioni fj(x) e g(x):
1
N !
N∏
l=1
∫ ∞
−∞
dxl g(xl)(det[fj−1(xk)]j,k=1,...,N )2
possiamo espandere i determinanti ed arrivare ad avere:
1
N !
∑
P∈SN
∑
Q∈SN
ǫ(P )ǫ(Q)
N∏
l=1
∫ ∞
−∞
dxl g(xl)fQ(l)−1(xl)fP (l)−1(xl) =
det
[ ∫ ∞
−∞
dtg(t)fj−1(t)fk−1(t)
]
j,k=1,...,N.
E` stato usato il fatto che
∏N
l=1 g(xl)
∏N
j=1 f(xj) =
∏N
l=1 g(xl)f(xl).
A.1 Determinante in funzione della traccia
Consideriamo una matrice quadrata A di n×n elementi, ed il polinomio det(In−λA)
in λ di grado n. Il coefficiente del grado massimo e` (−1)n det(A).
Possiamo esprimere il polinomio di sopra come:
det(In−λA) = exp
(
Tr(ln(In − λA))
)
= exp
(
Tr(−
∞∑
k=1
λk
k
Ak)
)
= exp
(− ∞∑
k=1
λk
k
Tr(Ak)
)
=
∞∏
k=1
exp
(− λk
k
Tr(Ak)
)
=
∞∏
k=1
( ∞∑
m=0
1
m!
(− λk
k
Tr(Ak)
)m)
.
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Eguagliando i coefficienti delle potenze di λ otteniamo che:
(−1)n det(A) =
∞∑
c1=0
∞∑
c2=0
· · ·
∞∑
cn=0
δ∑n
k=1 k,(ck−n)
n∏
k=1
1
ck!
(
− Tr(A
k)
k
)ck
.
(Alcuni passaggi risultano ovvi se si lavora nella base in cui A e` diagonale.) In
questo modo e` evidente che il determinante di una matrice e` funzione solamente
della traccia delle potenze di quella matrice.
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